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Résumé - Nous présentons une démonstration simple du théorème de multi-
plicateurs de M. Christ en utilisant les propriétés de l’équation des ondes.

Multiplier theorem for sublaplacians on homogeneous groups

Abstract - We obtain a simple proof of M. Christ’s multiplier theorem using

properties of the wave equation related to the finite speed of propagation.

0. INTRODUCTION. Dans [1] M. Christ a montré, que si G est un
groupe homogène, Q est la dimension homogène de G et si L = X2

1 + ...+X2
k

est un souslaplacien homogène associé à un système des vecteurs invariants
à gauche satisfaisant à la condition de Hörmander, on a le théorème suivant:

Théorème 1. On suppose que la fonction m : IR → C satisfait à la
condition suivante:

sup
t>0

‖η(·)m(t ·)‖Hs(IR+) < ∞, pour un s > Q/2,(1)

où η ∈ C∞
c (IR+) est une fonction auxiliaire fixée, non identiquement nulle,

et ‖ · ‖Hs est la norme de Sobolev d’ordre s. Alors l’opérateur m(L), défini
par la résolution spectrale de L est continu dans Lp(G), et m(L) est du type
faible (1,1).

On va donner une démonstration simple du Théorème 1. Dans son tra-
vail [1] M. Christ a utilisé certaines majorations du noyau de la chaleur.
Note preuve est basée sur la propriété de vitesse finie de propagation pour
l’équation des ondes. Cette idée est plus proche de la démonstration originale
du théorème de Hörmander sur G = IRn.

1. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1. Par un calcul facile on
obtient que m(·) satisfait (1) si et seulement si m(· 2) le satisfait. Alors on
peut remplacer l’opérateur m(L) dans le Théorème 1 par l’opérateur m(

√
L).

On notera m̃(L) (resp. m̃(
√

L)) le noyau de convolution de l’opérateur m(L)
(resp. m(

√
L)), i.e. la distribution telle que

m(L)f = f ∗ m̃(L) (resp. m(
√

L)f = f ∗ m̃(
√

L)).
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On notera |g| la distance de g ∈ G à e ∈ G dans la métrique de Carathéodory
définie par X1, ..., Xk, où e est l’identité de G et on notera |x| la distance
euclidienne de x ∈ IRQ à l’origine.

On donnera d’abord la démonstration du lemme suivant

Lemme 1.Soit ∆ le laplacien usuel sur IRQ. Pour r ≥ 0 on a∫
{g∈G; |g|>r}

|m(
√

L)|2 dg ≤
∫

{x∈IRQ; |x|>r}

|m(
√

∆)|2 dx.

Démonstration. On peut facilement montrer (voir [1],[4]) que∫
G

|m̃(
√

L)|2 dg =
∫
|m(λ)|2λ dλ.(2)

D’après (2) on a ∫
G

|m̃(
√

L)|2 dg =
∫

IRQ

|m̃(
√

∆)|2 dx.(3)

Maintenant, si χB(r) est la fonction indicatrice de la boule B(r) = {x ∈
IRQ; |x| ≤ r}, les fonctions χB(r)m̃(

√
∆) et (1− χB(r))m̃(

√
∆) sont radiales

et alors il existe deux fonctions mr : IR+ → C et mr : IR+ → C telles que

m̃r(
√

∆) = χB(r)m̃(
√

∆) et m̃r(
√

∆) = (1− χB(r))m̃(
√

∆).

Soit M : IR → C une fonction paire cöıncidant avec mr sur IR+. On a
supp m̃r(

√
∆) ⊂ B(r), par conséquent supp M̂ ⊂ [−r, r], plus précisement

on a M̂(a) =
∫

m̃r(
√

∆)(a, x2, ..., xQ) dx2...dxQ. Mais par [5],[6]
supp c̃os t

√
L ⊂ b(r) = {g ∈ G; |g| ≤ r} et en utilisant le calcul fonctionnel

m(
√

L) =
∫
IR

M̂(t) cos t
√

L dt

on obtient que

supp m̃r(
√

L) ⊂ b(r).(4)

Evidemment m = mr + mr, donc m̃(
√

L) = m̃r(
√

L) + m̃r(
√

L) et
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m̃(
√

L)(g) = m̃r(
√

L)(g) si |g| > r(5)

par (4). L’inégalité∫
|g|>r

|m̃(
√

L)|2 dg =
∫

|g|>r

|m̃r(
√

L)|2 dg ≤
∫
G

|m̃r(
√

L)|2 dg

=
∫
IR

|m̃r(
√

∆)|2 dx =
∫

|x|>r

|m̃(
√

L)|2 dx

est une conséquence de (3) et (5). Le Lemme 1 est ainsi démontré.

D’après le Lemme 1, pour tout m : IR+ → C et pour tout a > 0

∫
G

|g|a|m̃(
√

L)|2dg =
∫
G

|g|∫
0

ara−1|m̃(
√

L)|2drdg =

∞∫
0

ara−1
∫

|g|>r

|m̃(
√

L)|2dgdr

≤
∞∫
0

ara−1
∫

|x|>r

|m̃(
√

L)|2 dx dr =
∫

IRQ

|x|a|m̃(
√

∆)|2 dx,

ce qui démontre la lemme suivant.

Lemme 2. Pour tout a > 0∫
G

|g|a|m̃(
√

L)|2 dg =
∫

IRQ

|x|a|m̃(
√

∆)|2 dx.

Pour terminer la démonstration du Théorème 1 on remarque que si le support
de m est compact et si ‖m‖Hs < ∞, on a∫

IRQ

(1 + |x|2)s|m̃(
√

∆)|2 dx ≤ C‖m‖2
Hs(IR+)

et par le Lemme 2∫
G

(1 + |g|2)s|m̃(
√

L)|2dg ≤ C‖m‖2
Hs(IR+).(6)

En utilisant l’inégalité de Schwarz pour 0 < 2a < s−Q/2 on a∫
G

|m̃(
√

L)|(1 + |g|2)a dg < C‖m‖Hs(IR+).
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L’inégalité ‖λm(λ)‖Hs(IR+) < ∞ résulte de ‖m(λ)‖Hs(IR+) < ∞ et de la com-

pacité de supp m. Alors (6) est satisfait pour Lm̃(
√

L), d’où∫
|m̃(

√
L)(g)− m̃(

√
L)(h−1g)| dg ≤ C|h|.

Le reste de la démonstration utilise une technique classique de Calderón-
Zygmund (voir [3], Theorem 7.9.5). Une autre conséquences du Lemme 2
sera publiée dans [2].
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